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Résumé : 
Ce travail porte sur la modélisation du comportement des matériaux poreux sous chargement dynamique, en 
tenant compte à la fois des effets de micro-inertie et de forme des cavités. Le matériau poreux est décrit avec 
la définition d’un volume élémentaire représentatif (VER). En adoptant le champ cinématique de Gologanu 
et al. [1] et en utilisant la technique d’homogénéisation dynamique introduite par Molinari et Mercier [2], 
une expression analytique  du tenseur des  contraintes macroscopiques est obtenue. Le tenseur des 
contraintes macroscopiques dépend alors du tenseur des vitesses de déformation, de la dérivée temporelle 
des composantes du tenseur des vitesses de déformation et de la forme du vide. La modélisation est 
comparée aux résultats de calculs dynamiques par éléments finis. 
Abstract : 
The goal of the paper is to propose a multi-scale model for the behavior of porous materials. The work 
accounts for micro-inertia which exists under dynamic loading. Based on the works of Gologanu et al. [1] 
and of Molinari and Mercier [2], a new model is developed which includes the shape of voids. An analytical 
expression for the dynamic contribution of the macroscopic stress is obtained. The micro-inertia term is 
shown to be related to the macroscopic strain rate and its time derivative and to the void shape. To validate 
our proposition, finite elements calculations have been performed. The shape of the dynamic yield surface is 
correctly predicted by our model. 
Mots clefs : endommagement ductile, croissance des vides, effet de forme des vides, inertie 
microscopique. 
1 Introduction 
La description des mécanismes contrôlant la croissance de cavités est un enjeu très important afin de prévoir 
la rupture des matériaux ductiles [3]. De récents travaux ont montré que sous sollicitations dynamiques, la 
croissance de vides et donc le comportement de matériaux poreux sont fortement influencés par des effets 
d’inertie survenant à l’échelle de la microstructure du matériau (micro-inertie) [4-6]. Dans la présente 
contribution, un modèle de comportement dynamique à base micromécanique est proposé pour des 
matériaux poreux contenant des vides non-sphériques. Le développement de ce modèle s’appuie sur les 
travaux de Gologanu et al. [1] (concernant la prise en compte de la forme des vides) et ceux de Molinari et 
Mercier [2] (concernant la description des effets micro-inertiels). 
2 Définition du problème et modélisation 
2.1 Volume élémentaire représentatif (VER) 
Le travail proposé s’intéresse au comportement dynamique des matériaux poreux contenant des vides de 
forme ellipsoïdale. Une approche multi-échelle est adoptée. De ce fait, un VER contenant un vide ellipsoïdal 
est défini.  On considère dans cette étude des ellipsoïdes allongés. La surface externe du VER est composée 
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aussi d’un ellipsoïde allongé. On associe à l’ellipsoïde intérieur (respectivement extérieur) l’indice 1 
(respectivement l’indice 2). On notera par a et b les deux demi-axes de tout ellipsoïde interne (voir Fig. 1). 
La demi-distance focale c d'un ellipsoïde quelconque est défini par		 = √ − . Par hypothèse de notre 
modèle (voir Gologanu et al [1]), nous supposons que le VER est constitué d’ellipsoïdes confocaux. Ceci se 
traduit par		 = √ −  = 	
 − 
 = 	 − .  
On note  =   le paramètre de forme et   = ..  la fraction volumique de vide (ou porosité) du VER. 
 
FIG. 1 – Schéma du VER. Le vide est ellipsoïdal de demi axe a1 et b1. La surface externe du VER est un 
ellipsoïde confocal, de demi-axe a2, b2. 
Deux systèmes de coordonnées (sphéroïdal et cylindrique) sont utilisés dans notre étude. Ainsi tout point M 
du VER aura pour coordonnées ; ; 	 dans le repère sphéroïdal et ; ; 	 dans le repère cylindrique. 
Par construction, le lien entre les deux systèmes de coordonnées s’exprime comme suit : 
 = .  ℎ  =  = . "ℎ"#       et         
 ∈ 	 %0;+∞% ∈ 	 %0; )% ∈ 	 %0; 2)%  
La surface (λ = constante) est un ellipsoïde de demi-axes 		+ = . "ℎ = .  ℎ# . Ainsi 	 = ,-ℎ  . 
Précisons que l'ensemble des iso-surfaces λ = constante sont des ellipsoïdes confocaux. 
2.2 Description cinématique de la déformation du VER : 
La démarche suit le travail de Gologanu et al. [1]. Le lecteur peut s’y référer pour plus de détails. Dans notre 
modèle, nous considérons des conditions de déformation axisymétrique homogène sur les bords du VER :  
  . = /. 0		  avec  / = 1/22 0 00 /33 00 0 /445  avec /22 = /33         (1) 
Le champ de vitesse décrivant la cinématique au sein du VER est un champ à deux paramètres qui s'exprime 
sous la forme . = 6.7 + 8.9	avec : 
.7:;
<.=7 = >. .?7 = 0.@7 = A. 
				# et 				.9
:;
<.=9 = − =.?9 = 0.@9 = 
#
 dans la base cylindrique 	8=?@ = BC=; C?; C@D 
Les fonctions R et Z sont obtenues afin de respecter les conditions rot v = 0 et div v = 0 :   
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:E;
E<> = "ℎB ℎD − 12  G"ℎ + 1"ℎ − 1H
A = − 2"ℎ +  G"ℎ + 1"ℎ − 1H
#
 
Les paramètres A et B sont obtenus à partir des conditions aux limites en vitesse :  
:;
<6 = /22 + /33 +/442> + A8 = 2>/44 − A/22 − A/332> + A
#
 
On définit les éléments suivants nécessaires dans la suite de cet article : 
I = >2> + A = . 2J > 
Et on notera 	I
 = I
	et I = I. 
 
3 Formulation de la contrainte macroscopique 
En s’appuyant sur la méthode d’homogénéisation de Molinari et Mercier [2], la contrainte macroscopique 
totale est la somme d’une contrainte statique et dynamique : 	Σ = ΣL + ΣM        (2) 
La contrainte statique peut s’obtenir à partir de tout potentiel ou toute loi de comportement valable pour les 
matériaux poreux. Compte tenu du champ de vitesse adopté et pour une matrice parfaitement plastique (cas 
considéré dans ce travail), le modèle de comportement utilisé pour décrire la partie statique est celui de 
Gologanu et al. [1].  NΣOPQR S + 2"ℎ  JQR.TU ΣV − 1 −  = 0       
Avec ΣV = 2IΣ22 + 1 − 2IΣ44 et		ΣWX =	Σ@@ − ΣYY. k0 est la limite élastique en traction de la matrice 
(supposée rigide parfaitement plastique). 
Le terme ZU	a été défini par Gologanu et al. [1] et nous retenons l’expression suivante :  
ZU = √3 + B3√3 − 6D  
  
Notons que pour des vides sphériques, le modèle de Gologanu et al. [1] correspond au modèle classique de 
Gurson [7].  
 
La Figure 2 présente la forme de la surface de charge du modèle de Gologanu et al. [1] dans le plan Σ],	ΣWX pour un acier de masse volumique		] = 7800	ab cJ⁄  et de limite d'élasticité		ef = 500	hi. 
Nous considérons deux populations de vides ayant même porosité de 0.01. Dans le premier cas, les vides 
sont presque sphériques ( 
 = 3	 et  = 1.9866	kc, 
 = 20.0004	kc  et 	
 = 19.9015	kc ). Dans le 
second cas, les cavités sont allongées (
 = 0.1	et  = 1.9866	kc, 
 = 1.9965	kc et	
 = 0.19899	kc). 
Pour des chargements fortement déviatoriques, une différence minime est décelée au niveau des surfaces de 
charge. Au contraire, pour des chargements à forte triaxialité, l’effet de forme des vides sur la surface de 
charge ne peut plus être négligé.  
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 FIG. 2 – Surfaces de charge de Gologanu et al. [1] pour deux formes de vides (sphère ou cavité allongée). 
Une forte différence est observée pour des chargements à triaxialité importante. 
Le champ de vitesse de Gologanu et al. [1] a été utilisé pour calculer la contrainte dynamique. En utilisant 
une approche similaire à celle utilisée par Mercier et Molinari [2], les composantes du tenseur des contraintes 
dynamiques peuvent s’exprimer sous la forme suivante : Σ22m = /22 Δ
 + /44 Δ + /22/44. ΔJ + /o22Δp + /o44Δq    (3) 
Σ44(m) = /22 Δr + /44 Δs + /22/44.Δt + /o 22Δu + /o 44Δ
f    (4) 
Les fonctions ∆v font intervenir la forme du VER et le champ cinématique de Gologanu et al. [1]. 
Dans le cas d'un chargement hydrostatique avec des vides sphériques (
 → +∞ C-  → +∞) , la 
contribution dynamique de la pression x(m) coïncide avec la forme classique donnée dans  [2] : x(m) = ]
 +/] y− 12 z + 3z
 − 52 zJ{ + /o ] yz
 − zJ{| 
4 Résultats : surfaces de charge dynamiques 
Dans cette partie, nous allons nous attacher à définir la forme de la surface de charge en régime dynamique à 
partir des équations (3) et (4). Le chargement à la frontière du VER est donné par : 
/o = }~ /o 44 0 00 ~ /o 44 00 0  /o 44  avec   ~  −0,5; 1%  pour décrire l’ensemble des directions de chargements 
possibles entre la traction isochore et le chargement purement sphérique. On se place dans des conditions de 
chargement telles que les termes quadratiques en vitesse de déformation ont une influence mineure. Par 
ailleurs, le paramètre adimensionnel  caractérisant l’intensité du chargement dynamique est introduit : 
   = =|mo |QR           (5) 
Avec    = pJ    le volume du VER  et   /o  = 2/o 22 + /o 44 . Dans ces conditions, le tenseur des 
contraintes macroscopiques contient deux composantes différentes dont les expressions sont données ci 
dessous : 
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Σ22 = Σ22 + QR=.	.
 ~Δp + Δq       (6) 
Σ44 = Σ44() + QR=.	.
 (~Δu + Δ
f)       (7) 
4.1 Influence des effets dynamiques 
Pour quantifier l’influence de la contribution micro-inertielle, une étude paramétrique sur le paramètre  est 
conduite. Un acier poreux (f=0.001, ef = 500 hi) contenant des vides allongés ( 
 = 0.202732554,  = 4.898979486 kc, 
 = 5.0 kc et   
 = 1.0 kc) est considéré. Plusieurs valeurs de  ( = 0.5, 1.5 et 3) 
ont été adoptées. La figure (3) présente les résultats pour ces différents chargements. La surface de charge de 
Gologanu ( = 0) est aussi tracée pour bien visualiser la contribution de la micro-inertie. On voit clairement 
que celle-ci tend à dilater  la surface de charge. Cet effet est plus marqué pour les chargements à forte 
triaxialité. Des calculs dynamiques par éléments finis ont été réalisés sur une cellule élémentaire. Un très bon 





FIG. 3 – Influence de  et comparaison éléments finis. La micro-inertie a tendance à dilater la surface de 
charge. A noter que cette dilation est plus importante le long de l’axe des chargements sphériques. 
4.2 Influence de la forme de vides 
La figure 4 permet de visualiser la forme de la surface de charge, incluant la contribution dynamique, pour 
différentes valeurs de 
 compris entre 0.1 et 3. La valeur du paramètre  a été prise égale à 0.5. On observe 
un fort effet de la forme du vide sur la surface de charge. En comparant les Fig. 2 et 4, on voit que le terme 
de micro inertie est significatif pour des chargements à triaxialité importante. Par ailleurs, l’effet micro 
inertiel est plus important pour des vides sphériques que pour des vides allongés. 
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 FIG. 4 – Influence de la forme du vide la surface de charge dynamique pour		 = 0.5. On voit clairement 
que l’effet inertiel est plus important pour des vides sphériques. 
 
5 Conclusions et perspectives 
Un modèle de comportement pour matériaux poreux en chargement dynamique est proposé. Ce modèle est 
une extension des résultats de Molinari et Mercier [2] pour des vides ellipsoïdaux allongés. Pour des 
chargements fortement dynamiques, les effets micro-inertiels influencent fortement la réponse du matériau. 
Des premiers calculs dynamiques par éléments finis viennent conforter la modélisation proposée. Ce travail 
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